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Dérivabilité, Théorie des ensembles.

Durée : 3Heures.
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Probléme :
Un intervalle I est dit stable par une fonction f si et seulement si : Vz € I, f(z) € I.

Partie A :

-1
A.1. Soit g la fonction définie sur R* par:  g(z) = i —In |x|.
x

Etudier les varaitions de g; en déduire le signe de g(z). Montrer en particulier qu’il existe un unique
réel négatif « tel que : g(a) = 0; donner une valeur approchée de a & 0,1 prés.

A.2. Soit h la fonction définie pour > 1 par :  h(x) = _9@)

@12

1
Wu(w), ol u est une fonction que I’'on déterminera. Etudier les variations
z—

de u, le signe de u(z), puis le signe de h'(x) pour z > 1.

Montrer que h'(z) =

Partie B :
Soit f la fonction définie par :  f(x) = |z|ﬁ

B.1. Déterminer I’ensemble de définition de f et les limites de f aux bornes des intervalles de définition.
Montrer que f est prolongeable par continuité au point 1. On notera toujours f la fonction ainsi prolongée.
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B.2. On admer que lim n(—f—i) =——.
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Montrer que la fonction f est dérivable au point 1 et calucler f'(1).

B.3. Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative dans un repére onrthonormal.
3
On calculera :  f(—1), ]‘(5)7 f(2) et f(4).
Partie C :
On se propose d’étudier la suite u définie par la condition initiale ug = 4 et la relation de récurrence :

Un+1 = f(u,) pour tout n € N.

C.1. Montrer qu’il existe un réel k €]0, 1] tel que :

Voe ool 7@ <k

C.2. Résoudre, sur R , I'équation : f(x) = .
. 3
C.3. Montrer que l'intervalle [5,4] est stable par f.

C.4. Des questions précédentes, déduire la convergence de la suite (uy,).

Exercice :
Soit E un ensemble et A, B deux parties de E.
1. Discuter et résoudre I’équation : AU X = B d’inconnue X € P(E).

2. Discuter et résoudre 'équation : AN X = B d’inconnue X € P(E).



