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’Corrigé : C.C.P. 2001, filiere PSI.

Probléme 1

1.1. La série géométrique > (—1)*2* converge si et seulement si = €] — 1, 1] et dans ce cas sa somme est 1%

(_1)n+1zn+l

1.2. R,(x) = 17— Aufacteur % prés, > R,(z) est encore une série géométrique de raison —z.
+oo
On en déduit la convergence de > R, (z) et Iégalité > R,(x) = fﬁ~
n=0
(71)k+1

21. %

converge d’apres le théoreme des séries alternées.

2.21. - 3 (-1)*2% = 3 (Re-1(2) — Ri(x)) = Rp—1(x) — Ry (), par télescopage.
k=n k=n
m n m—+1
Do |35 (18| < [Ruma )]+ [Rnlo)| = 255+ FE <2
k=n

2.2.2. n étant fixé, la suite de fonctions (R,—1 — Ry )men converge simplement sur Iy vers R, et elle est, d’aprés
I'inégalité du 2.2.1., dominée par la fonction constante de valeur 2, qui est intégrable sur I.

D’apres le théoreme de convergence dominée, / (Rn-1(z) = Rp(2)) do ———— [ R,_i(x) da.
I

o m——+00 Io

Compte tenu de ’égalité du 2.2.1. et de la linéarité de U'intégrale, il s’agit de la propriété demandée.

—1 k +oo 1 k +oo _1 k—1
/ (—1)kxk dz = (=1) ; on obtient ainsi R, 1(z) dz = Z (=" _ Z L = 7,
Io

k+1 I —k+1 W k
1 1 1 +oo (_1)k+1
2.2.3. 19 = R_i(z)dz = —— dz =1n2. On retrouve la valeur connue de » ~——-
1
0 o L+ k=1

m m _1)n$n |1 _ (—l‘)m—H‘ 1+ |$|m+1
2.2.4. R,_ = ( = < <2

D I P s e () O 0

m m—1
2.2.5. Notons T}, = > R,-1 = R_1+ >_ R,. Lasuite (T,,) converge simplement sur Iy vers R_;+.5 et est dominée
n=0

n=0
par la fonction constante de valeur 2, qui est intégrable sur Iy. Par le théoréeme de convergence dominée :
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+oo
D’apres 2.2.2., il en résulte que Y r, converge et que > 1, = %
n=0

n—1 n

1S kup = 3 k(Rp_1 — Ry) = z(kH)Rk—é KRy =

—1 n
Rp —nR, = > Ry — (n+1)R, ; par conséquent :
k=0 =0 k=0 k=0

=~
Il
—
x~
Il
-

n—1 n
Z Ry, — Z kuy = (n—i—l)Rn
k=0 k=1

_1)\k+1
2. On applique la question précédente avec uj = % et on utilise les résultats de 1.2.2.3. et 1.2.2.5.
n (_1)k+1 n n n n 1
Y(n—k)——=n) w— 3 kuy=n(n2—ry) = 3 kup=nln2+r, — > rp =nIn2—5+o(1).
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
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n n
3.1. D’apres 1., pour tout n € N*| 3~ kup < 30 Ry. Silasérie Y Ry, converge, ses sommes partielles sont majorées ;
k=1 k=0

il en est donc de méme pour les sommes partielles de la série Y kug, et cette derniere est donc aussi convergente.

“+o00 +oo
320< (n+)R, = >, (n+1)up < Y. kug, quitend vers 0 (reste de série convergente), donc lim (n+1) R,, = 0.
k=n-+1 k=n-+1

3.3. On sait par 3.1. que, si Y Ry converge, alors Y kuy converge. En faisant tendre n vers +oo dans 1’égalité du 1.
et en utilisant 3.2., on obtient la réciproque et en méme temps 1’égalité des sommes en cas de convergence.

400
4. kug(z) = k$171~ D’apres 3.3., > R, (z) converge si et seulement si = € ]2, +00[ et dans ce cas Zo R, (z) = ¢(z—1).
n—=
5.1. Au facteur = pres, Y. kay 2% est la série entiere dérivée de > ay 2, donc son rayon de convergence est aussi p ;
par conséquent cette série converge absolument pour z €] — p, p|.
+oo
> a2t
k=n-+1
& termes positifs Y- |ag|/z|*. On en déduit que la suite ((n+ 1)R,(z)) converge vers 0.

+oo
<(m+1) X Jaxl||z|*, qui tend vers 0 par application de 3.2. & la série
k=n-+1

(n+1) |Rn(33) | =(n+1)

+oo —+oo
5.2. D’apres la question précédente et 1’égalité du 1., > R, (x) converge et >. R,(z) = Y. kapz* = zf'(z).
k=1

n=0

5.3.1. (ax) est bornée donc p > 1 ; (ax) ne tend pas vers 0 donc p < 1. Finalement p = 1.

400 400 +oo +oo (_1\n 2
5.3.2. f(z) = 3 Sinl%rxk + %cos%rxk = S (-1)na?tl 4 3 ( 2}1) 72" — lf _ ln(lzrx )
k=1 k=1 n=0 n=1 €

g — 2 — 3 oo (1—x—a?—23%)
On caleule f/(z) = L=2 =2 —2°  guon 5.9. R,(z)="2% )
n calcule f'(z) . elon 5.2., nzzjo (x) e

FIN DU CORRIGE DU PROBLEME
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