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Intégrales généralisées et Séries.
* Kk ok

Dans ce probléme, pour tout A réel positif, on note :

AN = [F (cos(x))Mda

1.a. Déterminer A(0) et A(1).
1.b. Montrer que la fonction A est décroissante sur RY.
1.c. Soit n € N un entier naturel ; montrer que A(n + 2) = %A(n)
1.d. Déduire de ce qui précéde que, pour tout p € N, on a :

A(2p) = (2p)! =

2P (phZ 2
et donner une formule similaire pour A(2p + 1).
2.a. Montrer que pour tout n entier naturel, vérifiant n > 2, on a :

A(n—1)
A(n)

A(n—2) < _n_

1< A(n) — n—1°

<

En déduire la limite de AXE;)U lorsque n tend vers +o0.

2.b.Montrer que la suite de terme général nA(n)A(n — 1) est constante pour n > 1 et déduire des questions
précédentes que la suite de terme général nA(n)? converge vers 5 lorsque n tend vers +oo.
3.a. Soit A € RT, on note n = [\ sa partie entiére. Montrer que AILEZSI < % <1

3.b. Déduire de ce qui précéde que les fonctions A — A(N\) et A — A([\]) sont équivalentes quand X tend vers
+00.
3.c.Déduire un équivalent simple de A(\) quand A tend vers +oo.

4. Dans cette question on étudie la convergence de Z —-
p>1
4.a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul p, on a :
1 1 1 1
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4.c. Déduire des inégalités précédentes la convergence de la série de terme général p% et un majorant simple de
sa somme.
4.c. A T'aide d’une intégration par parties montrer que, pour toute fonction g de classe C'* sur [0, 1], il existe un
réel b tel que :

Vn € N*, | fol g(z).sin(2nmz)dz| < 2.
4.d.Vérifier que pour tout = €]0, 1] et pour tout n € N*, on a :
k=n
2 Z cos(2kmz) = cot(mz) sin(2nmx) + cos(2nmx) — 1.
k=1

4.e.Pour tout k£ € N*, on note [, = 01 @ cos(2kmz)dz.

On considére la fonction f définie pour tout x €]0,1[ par f(x) = z(z_l) cot(mx) et on admet que f se pro-

longe par continuité en une fonction, toujours notée f, de classe C* sur [0, 1].
Calculer Ij, et montrer que :

k=n 1 1 L
1 1 -1 1 -1
VneN, Y I = 7/ f(z)sin(2nra)dx + f/ se=1) cos(2nmx)dx — 7/ a@-1),

k=1 2 Jo 2.Jo 2 2 Jo 2

+00

4.f. Déduire de I’égalité précédente la valeur de Z —5-
=1
nt3

5.a. Dans la suite du probléme on note, pour tout n € N*, v, = === et §,, = ln(%).
Montrer, a I'aide d’un développemet limité, I’existence d’une suite €,, de limite nulle, telle que :
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Vn € N*, 0, = 137 + 3.

5.b.Déduire de ce qui précéde 'existence d’une constante K, strictement positive, et d’un entier ng tels que
pour tout n, vérifiant n > ng, on a: 0 < §, < %

5.c. Déduire que la série de terme général §,, converge.

5.d. Déduire de ce qui précéde que la suite de terme général v,, converge vers une limite strictement positive.
5.e. Montrer qu’il existe un réel k, strictement positif, et une suite ¢, de limite nulle tels que :

n! =kn"e "\/n(l +€,). (formule de Stirling).
6. Montrer que : k = /2.



