PROBLEME

Partie 1.

Soit (a,)nen+ une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série entiere E apx" a
n>1
pour rayon de convergence 1 et que la série E a, est divergente.

n>1
“+o00

On désigne par f la somme de la série entiere f(z) = Z ax", x €] —1,1].

n=1
Ny
1) a) Soit A > 0. Montrer qu’il existe Ny € N* tel que Z a, > 2A.
n=1
Ny
b) Montrer qu’il existe un réel o > 0 tel que 0 < 1 — z < « entraine Z a,x" > A.
n=1

¢) En déduire que lim f(x) = +o0.
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by
2) Soit (b, )nen une suite de réels telle que lir+n — =1.
n—-+00 an

a) Montrer que la série entiere Z b,x™ a pour rayon de convergence 1. On désigne par g(z) sa

n>1
somme.

b) Soit ¢ > 0. Montrer qu'il existe Ny € N* tel que pour n > Ny,

b, .
— = 1‘ < e. En déduire que
pour tout x € [0, 1], on a

l9(x) = f(@)] < MY ana" +cf(x).

n=1
bn s :
avec M = sup |— — 1’. En déduire que lim M =1
neN* | Gn e—1- f(x)
Partie II.
+o0 1
Application 1. Déterminer un équivalent de Z In (1 + —) x" quand z tend vers 1.
n
n=1

En déduire que

r—1— l1—=z

inln (n)x" ~ —M.

Application 2. a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z et préciser

"
n>1 \/ﬁ

+oo
sa nature aux points x = R et x = —R. On pose f(x) = E xT, x €] — R, R|.
n
n=1



b) Montrer que pour tout = €] — 1,1[, on a

1 RIx3x...x(@2n-1)
T :1—1—2 Sl z".

8

n=1
Dans la suite on admet qu’on a

Ix3x...x(2n—-1) 1
2nn! +oo \/nT
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c) Montrer que f(x) ~ . .
T—1~ — X



