
PROBLÈME

Partie I.

Soit (an)n∈N∗ une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série entière
∑
n≥1

anx
n a

pour rayon de convergence 1 et que la série
∑
n≥1

an est divergente.

On désigne par f la somme de la série entière f(x) =
+∞∑
n=1

anx
n, x ∈]− 1, 1[.

1) a) Soit A > 0. Montrer qu’il existe N1 ∈ N∗ tel que

N1∑
n=1

an ≥ 2A.

b) Montrer qu’il existe un réel α > 0 tel que 0 ≤ 1− x ≤ α entrâıne

N1∑
n=1

anx
n ≥ A.

c) En déduire que lim
x→1−

f(x) = +∞.

2) Soit (bn)n∈N une suite de réels telle que lim
n→+∞

bn

an

= 1.

a) Montrer que la série entière
∑
n≥1

bnx
n a pour rayon de convergence 1. On désigne par g(x) sa

somme.

b) Soit ε > 0. Montrer qu’il existe N2 ∈ N∗ tel que pour n ≥ N2,

∣∣∣∣ bn

an

− 1

∣∣∣∣ ≤ ε. En déduire que

pour tout x ∈ [0, 1[, on a

|g(x)− f(x)| ≤ M

N2∑
n=1

anx
n + εf(x).

avec M = sup
n∈N∗

∣∣∣∣ bn

an

− 1

∣∣∣∣. En déduire que lim
x→1−

g(x)

f(x)
= 1.

Partie II.

Application 1. Déterminer un équivalent de
+∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
xn quand x tend vers 1.

En déduire que
+∞∑
n=1

ln (n) xn ∼
x→1−

− ln(1− x)

1− x
.

Application 2. a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entière
∑
n≥1

xn

√
n

et préciser

sa nature aux points x = R et x = −R. On pose f(x) =
+∞∑
n=1

xn

√
n

, x ∈]−R,R[.



b) Montrer que pour tout x ∈]− 1, 1[, on a

1√
1− x

= 1 +
+∞∑
n=1

1× 3× . . .× (2n− 1)

2nn!
xn.

Dans la suite on admet qu’on a

1× 3× . . .× (2n− 1)

2nn!
∼

+∞

1√
nπ

.

c) Montrer que f(x) ∼
x→1−

√
π

1− x
.


