Feuille d’exercices ( Espaces vectoriels normés)

Exercice 1. Soit N : R? — RT, définie par N(z,y) = sup |z + ty|.
te(0,1]
1) Montrer que N est une norme sur R?.

2) On pose E = {(z,y) € R?/ N(z,y) < 1}. Montrer que
(x,y) € E <~ i N

Représenter graphiquement F.

Exercice 2. Soit E le R-espace vectoriel formé des suites réelles bornées.
Pour tout = (z,,)neny € E, on pose ||z]| = sup |z,|.
neN

1) Montrer que || . ||, est une norme sur £.

2) Soit F' = ix = (Zn)nerw, Tn ER [ D |24 com)erge}.

a) Montrer que F' est un sous-espace \T/lezcotoriel de F.

b) Pour tout = (2, )neny € F, on pose ||z||; = io |z,,|. Montrer que || . ||; est une norme sur
n=0

Fetona |zl <|z|,, pour tout z € F.

Exercice 3. Soit E I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R.
Pour tout f € F, on pose

1 1 1/2
£l = sw 1FO] ., Ifl = [ 1r@lde, 1o, = ([ ) a)
2€(0,1] 0 0
1) Montrer que || . ||, || - ||, et || . ||, sont trois normes sur E et on a, pour tout f € E,

1Al < WAl < 1Nl

2) Pour tous n € N* et t € [0,1], on pose f,(t) = t". Calculer ||f,||, et || fu]l,. En déduire que
ces trois normes ne sont pas équivalentes deux a deux.



Exercice 4.  Soient (F, | ||) un espace vectoriel normé, (a,b) € E? a # b et deux réels
r,s > 0.

1) On suppose que B(a,r) N B(b,s) # . Montrer que |la — b|| < r+ s.

2) Réciproquement on suppose que |la — b|| < r + s. Montrer qu'il existe un réel t € [0, 1] tels
que z =ta+ (1 —t)b € B(a,r) N B(b, s), donc B(a,r) N B(b,s) # 0.

Exercice 5. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé. Pour tous a € E et r > 0, on pose
B'(a,r) ={x € E/ |la—=z|| <r}

Soient (a,b) € E? et r, s deux réels > 0 tels que B'(a,r) C B'(b, s).
—b
1) On suppose que a # b, on pose u = a + T||ab||' Montrer que u € B'(a,r), en déduire que
a JE—

la—b|| <s—r.

2) On suppose que a = b. Montrer que r < s.( Considérer le vecteur u = a + re avec |le|| = 1).

Exercice 6. Soient || || une norme sur R* et B’(a,,r,) une suite de boules fermées de R* qui
vérifie B'(apt1, 1) C B'(an, ), pour tout n € N.
1) Montrer que

lantp —anl| <7p—7rnyp  VneN, VpeN

Indication: Utiliser le résultat de 'exercice 5.

2) En déduire que les suites (7,)nen €t (an)nen sont convergentes. On pose r = lirll r, et
n—-roo
a= lir}rq a,. Montrer que, pour tout n € N, ||la, —al| <r, —7r .
n—-0oo
3) Montrer que B'(a,r) = (| B'(an, 7).
neN
Exercice 7. Soient || || une norme sur R? et A € M, (R) une matrice qui vérifie ||Az| < =],

Va € RP. Soit a € RP, ||a|| < 1. Pour tout n € N, on pose

1

Ty = (a+Aa+A2a+---+Ana).
n+1

1) Montrer que pour tout n € N, ||z, || < 1. En déduire qu’il existe une sous-suite (4 (n))nen

de la suite (z,)nen qui converge vers un x € R? et ||z|| < 1.

2) Montrer que pour tout n € N, ||Az,, — z,|| < ——
n
3) Déduire de ce qui précede que Ax = z.



Exercice 8. Soient A un fermé de R et f une fonction continue de A dans R. On pose
Gy = {(w, () R/ z € A}

1) Montrer que G est un fermé de R2.
2) Soit f : R — R définie par

st x#0

SR

(
f(x>:i 0 st =0

Montrer que G est un fermé de R?. [ est elle continue ?

Exercice 9. 1) Montrer que 'ensemble A = {(z,y) € R?/ 2% — 2z + y? < 0} est un fermé de
R2. A est il un compact de R??
2) Pensemble B = {(z,y) € A/ y > 0} est il un fermé de R?? est il un ouvert de R??

Exercice 10. Soit A un fermé de R2. On considére I'ensemble B de R défini par
r € B<= Jy €0,1], telque (z,y) € A.

Montrer que B est un fermé de R.
Exercice 11. Soit 7 =]0,1[\ {1, n € N*}. Montrer que I est un ouvert de R et I = [0, 1].

Exercice 12. 1) 'ensemble A = {(z,y) € R?/ 1 < 2% + y? < 4} est il un fermé de R?? est il
un ouvert de R?? Déterminer A.
2) Montrer que B = {(z,y) € R?/ 22 + 2y + y* < 1} est un ouvert de R? et déterminer B.

Exercice 13. Soit f: R — R une fonction continue. On pose
A={zeR/ f(x) <0} e B={xecR/ f(z) <0}.

1) Montrer que A C B et A C B.
2) On suppose que f est définie par

i T st <0
f(x):{ 0 st 0<z<1
tx—l st z>1

Aton A=Bet B=A?

Exercice 14. Soit A = [0, 1[U]1;2[U {3}. Mopntrer que les ensembles A, A, A, Aet A. Sont
deux a deux distincts.



Exercice 15. R” étant muni d’une norme || || quelconque . Soit A une partie non vide de
R"™. On considere la fonction f : R® — R définie par :

f@)=d(e,A) = ot e —al , R
1) Montrer que pourt tout (z,y) € R* x R” on a :
[f(@) = f)l < llz =yl

En déduire que f est cotinue sur R".

2) Montrer que f (z) = d (z, A) = 0 si et seulement si x € A.

3) Montrer que d (z, A) = d (z, A).

4) On suppose que A est un fermé de R™. Montrer que pour tout x € R™ il existe un a € A tel
que d(z,A) = ||z — al|.

Exercice 16. Soit A et B deux parties non vides de R™ qui vérifient
ANB=ANnB=4.

1) Soit ¢ : R™ — R définie par p(z) = d (z, A)—d (z, B) , z € R". Montrer que p(z) < 0,Vx € A
et ¢(z) > 0,Vz € B.
2) En déduire qu’il existe deux ouverts disjoints U et V' de R” tels que A C U et B C V.

Exercice 17. Soient K un compact de R™ et U un ouvert de R™ qui contient K. On veut
montrer qu’ il existe un réel r > 0 tel que, pour tout = € K, B (z,r) C U.

1) Soit ¢ : R® — R la fonction définie par ¢ (x) = d (x,R™\ U), x € R™. Montrer que, pour
tout = € K, ¢ (z) > 0. En déduire qu’il existe un réel r > 0 tel que, pour tout = € K, on a

¢ (x) =
2) Montrer que pour tout x € K, B (z,r) C U.

Exercice 18. On considere la fonction f: A = [0, +00[x[0, +00[— R définie par

( Ty i (2
f@%DI{ 1+z)(1+y)(x+y) (z,y) € A\ {(0,0)}
\

0 st (z,y) = (0,0)

1) Montrer que f est continue sur A et on a:

V) € ANL0.0), ) €
2) On pose ,
K={@y e fly) =g},

1
a) Montrer que K est un compact non vide de R? et on a - < (M oz, flz,y).
z,y)e

b) En déduire que f est majorée sur A et atteint sa borne supérieure.



Exercice 19.  Soit f : R — R une fonction continue qui vérifie f(z) — +o0o0 quand
|z]] — +o0. On pose K = {x € R*/ f(x) < f(0)}.

Montrer que K est un compact de R". En déduire qu'il existe x, € R" tel que f(z,) < f(z),
pour tout x € R”".

Exercice 20. Soit A ={(z,y) € R?/ zy # 1}.
1) Montrer que A est un ouvert de R2.
2) On pose X = {(z,y) € R?/ xy > 1}. Montrer que X est un fermé de A. A est il connexe ?

Exercice 21. Soient S ={X = (z,y) € R?/ 2 + y> = 1} et f : S — R une fonction continue.
1) Montrer que S est un compact, connexe de R2.
2) On considere la fonction la fonction g : S — R définie par

9(X) = f(X) - f(=X), Xeb&

a) Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que g(S) = [-M, M].
Indication: Utiliser le fait que g(X) = —g(—X) pour tout X € S.
b) En déduire qu’il existe X, € S tel que f(X,) = f(—X,), et par suite f n’est pas injective.



Exercice 22. Soit A une patrie de R™ qui vérifie : Pour tout (z,y) € A x A, il existe une
fonction continue f : [0,1] — A telle que f(0) = z et f(1) = y. Montrer que A est un connexe.

Exercice 23. 1) Montrer que 'ensemble D={(z,y) € R*/ y > x} est un connexe de R.
2) Soit f : R — R une fonction continue et injective. On considere la fonction ¢ : D — R
définie par

p(z,y) = (f(z) = fW)(x—y), (z,y)€D.

Montrer que ¢(D) est un intervalle de R qui ne contient pas 0. En déduire que f est strictement
monotone.

Exercice 24. Soit f: R — R une fonction dérivable sur R qui vérifie
IOl < EIf(B)] VteER,

avec k une constante strictement positive. On veut montrer que s’il existe un réel a tel que
f(a) =0 alors f est la fonction nulle. On pose A = {t € R/ f(t) = 0}.
1) Montrer que A est un fermé de R.

2) Soient t, € Aet h > 0. On pose M= sup  |f(t)].

t€[to—h, toth]
a) Montrer que pour tout ¢t € [t, — h, t,+ h] on a |f(z)| < kMh. (Ind: Utiliser le théoreme
des accroissements fini).
b) En déduire que si kh < 1, on a f(t) =0, pour tout ¢t € [t, — h, t, + h] et par suite A est un
ouvert de R. Conclure.

Exercice 25. Soit || || une norme sur R?. Pour tout A € M,,(R), on pose
[Az]
Il =sup {125 o 2 0.
]l
On rappelle que ||| ||| est une norme sur M,,(R).

1) Montrer que
VA, B € My(R),  [[|ABI[[ < [[[A[ll - [I|BIII

2) Soit N une norme sur M, (R). Montrer qu’il existe une constante k > 0 telle que

VA, B € M,(R),  N(AB)<kN(A)N(B).



