Suites de fonctions

Exercice 1. On considere la suite de fonctions (f,)nen+ définie sur [0, 1] par :
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1) Monntrer que la suite (f,),>1 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle. La con-
vergence est elle uniforme sur [0, 1]7
2) Montrer que la convergence est uniforme sur [a, 1], pour tout a €]0, 1].

Exercice 2. Pour tout n € N* et x € [0, +00[, on pose f,(z) = (1 + f) :
n
1) Montrer que la suite (f,),>1 converge simplement vers la fonction f définie par f(x) = e”.
2) Pour tout n € N* et « € [0, 4+00], on pose ¢, (z) =nln <1 + f) o
n

a) Etudier le sens de variation de la fonction ¢,. En déduire que la suite (f,),>1 converge
uniformément sur [0, a], pour tout a > 0.
b) la convergence est elle uniforme sur [0, +-o00[ ?

Exercice 3. On considere la suite de fonctions (f,)nen définie sur [0, 7/2] par :
Vo € [0,7/2], fo(x)=nsinzcos"z.

1) Montrer que la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement vers une fonction f qu’on
déterminera.

2) a) Calculer /2 fu(z)dz.
0

b) En déduire que la convergence de la suite (f,,)nen n'est pas uniforme sur [0, 7/2].

Exercice 4. On considere la suite de fonctions (f,)nen définie sur [—1, 1] par :

x? —i—u%(m))l/z

Voe[-11], fo(e)=1 et fn+1<~”6>=< 2

1) Montrer que (f,)nen est une suite décroissante de fonctions. En déduire qu’elle converge
simplement vers une fonction f qu’on déterminera.



2) En étudiant la différence f2 — f2, montrer que la suite (f2),ey converge uniformément sur
[—1,1] vers f2.
3) En déduire la convergence uniforme de la suite (f,,)nen vers f sur [—1,1].

Indication: On rappelle que, pour tous a,b > 0, \/a — Vb < /[a —b|.
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Exercice 5. Pour tout n € N* et x € [0, 7], on pose f,(z) = cos <§> cos (2—2> ... COS < — >
1) Montrer que, pour tout n € N* et tout = € [0, 7], on a

Fua (@) = ful@)| < 5

2) En utilisant le critere de Cauchy, montrer que la suite (f,,),>1 converge uniformément sur
[0,7]. On désigne par f sa limite.
3) Montrer que, pour tout n € N* et tout = € [0, 7], on a

2" sin (2%) fo(z) =sinz.

En déduire I'expression de f(z).

Exercice 6. Soit f, : [0, +oo[— R une suite de fonctions qui converge uniformément sur
[0, +-00[ vers une fonction f. On suppose que lim f,(z) = a, € R.
n—+oo

1) En utilisant le critere de Cauchy. Montrer que la suite (a,)n,en est convergente. On pose

lir+n a, = 1.
2) Montrer que h{li_l flz) =1

Exercice 7. On considere la suite de fonctions (f,),en définie sur [0, 1] par :

Vo € [_O’ 1]7 fO(m) =0 et fn—l—l(w) = fn(x) + x_ng(x) :

1) Montrer que
VneNetVee0,1], 0< fu(z)<Vz.

On déduire que la suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f définie par f(x) = /.
2) Montrer que

2\/x
1 < — < —
VneNetVrel0,1], 0<z fn(fE)_2+n\/§

En déduire que la suite (f,,)nen converge uniformément sur [0, 1].



