Séries entieres

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes:

a) Zsin(n)x", b) Z Z—:Lx”, c) Z n%: 1952”.

n>0 n>1 n>0

Exercice 2. Soient Z anx"”, Z b,x" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs
n>0 n>0

Ret R.

1) On suppose qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a |a,| < |b,|. Montrer que

R <R.

2) On suppose que |a,| ~ |b,,|. Montrer que R = R'.

Exercice 3. 1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

Z n! L2t
Ix3x--x(2n+1) '

n>0

On désigne par f(z) sa somme.
2) Montrer que f vérifie 'équation différentielle

(2 =2)f'(x) + xf(x) +2 = 0.
3) En déduire une expression explicite de la fonction f.

x2n+1

(n+1)2n+1)

Exercice 4. 1) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z
n>0
et préciser sa nature aux points r = R et x = —R.

2) Montrer que la somme f de cette série est continue sur U'intervalle [— R, R].
3) Déterminer une expression explicite de f(z) pour x €] — R, R[\ {0}.Que vaut f(0)?
+oo

1
4) Déduire de ce qui précede la valeur de
) P Z(n+1)(2n+1)

n=0

Exercice 5. Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entieres suivantes:



a) Zn%” b) Z n; Qx” c) Zch(n)x" d) Z%x”

n>0 n>0 ’ n>0 n>1
1 n 1 n 1 1 n
G)ZWQZ f)z2n+1x 9)Z<1+§+"'+ﬁ>x
n>0 n>0 n>1

Exercice 6. Soit (uy,)nen la suite définie par ug = uy = 1 et la relation de récurrence

2

—U,, n>0.
n+ 2 -

Upt2 = Upt1 T

1) a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, on a 1 < u,, < n?.

b) En déduire la valeur du rayon de convergence R de la série entiere g Uz,
n>0

+oo
2) Pour tout z €] — R, R[, on pose f(x) = Z upx”. Montrer que la fonction f vérifie I’équation
n=0
différentielle
(1 —2)f'(x) = (1 4 22) f(z) = 0.

En déduire une expression explicite de la fonction f.

Exercice 7. Soit (a,),>1 une suite de réels qui converge vers 1.
1) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere
dn n.
n>1
On désigne par f sa somme.

2) Déterminer le développement en série entiere de la fonction g(x) = f(z) + In(1 — z).
3) a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un entier N tel que pour tout = €]0, 1] on a

+o0

|an — 1]
g ——— 2" <eglln(l —2)|.
- 2" <e|ln(l — )|

n=N+1

b) En déduire que

Déterminer
lim ——~%—
2=t In(1 —x)

Exercice 8. On considere I’équation différentielle

(1—2?)y —ay=1
(E)
y(0)=0



1) Montrer que (F) admet une unique solution f développable en série entiere et préciser le
rayon de convergence de la série obtenue.

2) Résoudre directement ’équation (E) sur | — 1,1][.

3) En déduire le développement en série entiére de la fonction g(z) = (Arcsinz)?.

Exercice 9. Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0, et de somme f.
n>0
On suppose que f est une solution de 1’équation différentielle

(1+2%)f"(z) = 2f ()

1) Etablir une relation de récurrence entre ay et a,io. En déduire la valeur de as, pour tout
n > 2.
2) On suppose que f(0) =0 et f/(0) = 1. Calculer ag, ay et la valeur de ag, 41 pour n € N.

3) Montrer que la série Z a,x" converge normalement sur [—1, 1]. Quel est son rayon de con-
n>0

f1) -1

expression explicite de la fonction f.

vergence ?

4) Exprimer g(t) = , t # 0 sous la forme d’une somme d’'une série. En déduire une
5) Déduire d i précede la valeur d —
) Déduire de ce qui précede la valeur de nZ:% ye



