
Intégrales généralisées

Exercice 1. Calculer les intégrales généralisées suivantes, en montrant leur convergence :

1)

∫ +∞

0

dx

(x + 1) (x + 2) (x + 3)
2)

∫ +∞

0

dx

x2 + x + 1
3)

∫ +∞

1

xdx

x3 + x2 + x + 1

4)

∫ +∞

1

ln(1 +
1

x2
) dx 5)

∫ 1

0

ln x

(1 + x)2
dx 6)

∫ +∞

1

dx

x
√

1 + x2
Poser y = x2

Exercice 2. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

1)

∫ +∞

1

e−x

x
dx 2)

∫ +∞

0

cos2(x)

1 + x2
dx 3)

∫ +∞

0

(
x + 2−

√
x2 + 4x + 1

)
dx

4)

∫ +∞

0

dx

1 + |sin x|
5)

∫ +∞

1

ln x

x + e−x
dx 6)

∫ +∞

0

xα(1− e
− 1√

x ) dx, où α ∈ R

7)

∫ +∞

0

sin x− sin 3x

x3/2
dx 8)

∫ +∞

0

e−x ln x dx 9)

∫ +∞

0

1

x
sin x ln x dx

Exercice 3. 1) Montrer que l’intégrale

∫ 1

0

1√
t(1− t)

dt est convergente et calculer sa valeur

(Poser x = 2t− 1).

2) Soit I =

∫ 1

0

ln(t)
√

t(1− t)
3
2

dt.

Montrer que l’intégrale I est convergente.

3) Calculer la dérivée de la fonction t 7→
√

t
1−t

sur l’intervalle ]0, 1[.

4) En déduire que I = −2π.

Exercice 4. Pour tout n ∈ N, on pose In =

∫ +∞

0

tne−t2dt.

1) Montrer que la suite (In)n∈N est bien définie.
2) Montrer que

∀n ∈ N, In+2 =
n + 1

2
In.

3. En déduire la valeur de In en fonction de n. (On admettra que
∫ +∞

0
e−t2dt =

√
π

2
).



Exercice 5. Soit f : [0, 1] → R une fonction continue. On suppose que f est dérivable en 0,
et que f(0) = 0.

1) Montrer que l’intégrale

∫ 1

0

f(t)

t
3
2

dt est convergente.

2) On suppose que f ′(0) 6= 0. Montrer que l’intégrale

∫ 1

0

f(t)

t2
dt est divergente.

Exercice 6. Soit f : [0, +∞[→ R+ une fonction continue décroissante, telle que

∫ +∞

0

f(t)dt

converge.
1) Montrer que

∀x ∈ [0, +∞[, 0 ≤ xf(x) ≤ 2

∫ x

x/2

f(t)dt.

2) En déduire que lim
x→+∞

xf(x) = 0.

Exercice 7. 1) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, l’intégrale

∫ +∞

0

e−nxArctg(x) dx est conver-

gente.
2) Montrer que

∀n ∈ N∗,

∫ +∞

0

e−nxArctg(x)dx =
1

n2
− 2

n2

∫ +∞

0

xe−nx

(1 + x2)2
dx.

3) En déduire que lim
n→+∞

n2

∫ +∞

0

e−nxArctg(x) dx = 1.

Exercice 8. 1) Montrer que l’intégrale I =

∫ +∞

0

Arctg(πt)− Arctg(t)

t
dt est convergente.

2) a) Pour tout a > 0, on pose I(a) =

∫ a

0

Arctg(πt)− Arctg(t)

t
dt. Montrer que

I(a) =

∫ 2a

a

Arctg(t)

t
dt

b) Montrer que l’intégrale

∫ +∞

1

Arctg(πt)− π/2

t
dt est convergente. En déduire que

I =
π

2
ln(π).

Exercice 9. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

1)

∫ +∞

0

x sin x

x2 + x + 1
dx 2)

∫ +∞

1

sin x√
x + sin x

dx 3)

∫ +∞

1

sin x√
x + cos x

dx


