Feuille d’exercices

Continuité

Exercice 1. On considére les fonctions f et g définies sur R? \ (0,0) par :

(z +y)°

flz,y) = 2t g(r,y) = m

Etudier les limites de f(x,y) et g(z,y) lorsque (z,y) tend vers (0,0).

Exercice 2. Montrer que les fonctions suivantes sont continues sur R?

2y _ sin(zy?)
——— si(z,y) #(0,0) 5 st (z,y)#(0,0)
flry) =< T TY ! , glay) =S T Y
0 si (z,y) = (0,0) 0 si (z,y) = (0,0)

Exercice 3. Soient o € R et f, : R? — R la fonction définie par

oy = | T @0 #00

0 si (z,y) = (0,0)

1) Montrer que si a > 1, alors f,, est continue en (0, 0).
2) On supoose que o < 1. Montrer que f, n’est pas coninue en (0, 0).

Exercice 4. Soient a € R et f: R? — R la fonction définie par

2

f(z,y) = %yyz; si (x,y) # (0,0)

a si (z,y) = (0,0)

1) Calculer lir% f(z,x) et hH(l] f(z? ).

2) En déduire que la fonction f n’est pas continue en (0,0).



Exercice 5. Soit o € R. On considere la fonction f, : R? — R définie par

M st (T
fa($7y) = (SB2 +y2)a ( ’y) a (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

1) Montrer que pour tout réel a > 1, la fonction f, n’est pas continue en (0,0).
2) On suppose que o < 1. Montrer que f, est continue sur R?.
Indication: Utiliser les coordonnées polaires.

Exercice 6. Soit f : R — R une fonction continue. On considere la fonction ¢ : R? — R
Tty

définie par ¢(z,y) = f(t)dt. Montrer que ¢ est continue sur R
v

r—

Exercice 7. Soient f et g deux fonctions continues de R™ (n > 1) dans R et D une partie
dense de R"™. On suppose que pour tout z € D, on a f(x) = g(z). Montrer que f = g.

Exercice 8. Soit f: RP — R une fonction uniformément continue sur RP.
1) Montrer que pour toutes suites (2, )nen €t (Yn)nen dans RP qui vérifient lirf |z — ynll =0,
n—-+0oo

ona tim_[[f(x,) ~ f(y)] = 0.
2) Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = /|72 — y2|. Montrer que f n’est pas

uniformément continue sur R2.
Exercice 9. On considere la fonction f: A = [0, +00[Xx [0, +00[— R définie par

Ty .
A+ (1+@ty (z,y) € A\N{(0,0)}

flz,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

1) Montrer que f est continue sur A et on a:

1

V(z,y) € A\N{(0,0)}, f(fv,y)SHy-

2) On pose
) On p 1
K= {wn e/ fan = 5}

1
Montrer que K est un compact non vide de R? et on a 3 < (]\4 gLJIK flx,y).
x,y)e

3) En déduire que f est majorée sur A et atteint sa borne supérieure.

Exercice 10. Soient A une partie non vide de R et f : A — R une fonction qui vérifie

V(z,y) € Ax A, [f(x) = fy)l < llz -yl



On considere la fonction g : R” — R définie par g(z) = sup (f(a) — ||z — al|).
acA

1) Soit b € A fixé. Montrer que
Ve e R", Vae A, f(a)— ||z —al < f(b)+ ||z —0b].

En déduire que la fonction ¢ est bien définie.
2) Montrer que
Yo,y € R g(z) —g(y)] <l -yl

En déduire que g est continue sur R"™.
3) Montrer que pour tout = € A, on a g(z) = f(x).



