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Exercice 1

Soit pun projecteur d’un espace vectoriel E. Montrer que u € L(E) commute avec p
si, et seulement si, les sous espaces ker(p) et Im(p) sont stables par p.

Exercice 2

Soient p et g deux projecteurs d’'un espace vectoriel E. Montrer que p + ¢ est un
projecteur si, et seulement si, on a: pog=qop=0.

Exercice 3
Soit A = (a;j) € Mn(R) telle que :
Vi € {1,2,...,n}, ‘am‘| >Z\am~|.
J#i

Montrer que la matrice A est inversible.
Une telle matrice est dite a ”"diagonale dominante”.

Exercice 4

Soit E =C(R*,R) et ¢ : E — F définie par : f —— ¢(f) telle que :

W0, o)) =1 [ FOd et o(1)0) =0
Montrer que ¢ € L(E), déterminer ker(¢) et Im(¢).

Exercice 5

Soient E et F' dexu espaces vectoriels de dimension finie. Si u est une application linéaire
de E vers F, on appelle application transposée de u, et I’on note ‘u I’application de F*
vers E* définie par : ‘u(¢) = ¢ o u.
Montrer que I'application ‘uappartient & £(F*, E*) et que si B et C sont des bases de
Eet FF,on a:
Mates g+ (*u) = "Matp o(u).



Exercice 6

On appelle dérivation de I'algébre M,,(K) toute endomorphisme D de cet espace vérifiant :
VM, N € M, (K), D(MN)=D(M)N + MD(N).

1. Montrer que pour toute matrice de M,,(K), Papplication Dy : M —— AM — M A est
une dérivation, appelée dérivation intérieure associée a A, de M, (K). Déterminer
les matrices A telles que D4 soit nulle.

2. Montrer que toute dérivation D de M, (K) est de la forme D4 pour une matrice
A de M,,(K) ( on considérera les matrices DE; j ou E;; est la base canonique de

My (K).)
Exercice 7

Soit F' un sous espace vectoriel de F espace vectoriel, et :
A={f e L(E)/F Cker(f)}.

Montrer que F' est un sous espace vectoriel de L(FE). Si E est de dimension finie, quelle
est la dimension de A?

Exercice 8

Soit A I'application de l'espace vectoriel E = R[X] définie par :
VPeE, (AP)(X)=P(X+1)—-P(X).

1. Montrer que A est une application linéaire de E de noyau R et d’image E.

2. Montrer qu’il existe une unique base (Hy), € N de E telle que : Hy =1 et
Vn € N*, A(H,)=H,-1 et H,(0)=0.

En déduire que tout polynéome P de E peut s’écrire :
[o.¢]

P =Y (A"P)(0)H,.
n=0

3. Montrer que l'on a :
n

(A"P)(0) = _(=1)"*CrP(k).

k=0
Exercice 9

Soit A de M,,(K). Montrer qu'une matrice M de M,,(K) peut s’écrire sous la forme
AN — NA avec N € M,,(K) si, et seulement si, elle vérifie :

VP € My(K), AP =PA= tr(MP)=0.



