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L'épreuae est corttituée de qnûz æercioes ind,épendonts.

Exercice 1

Dans cet exercice, on note ln le logarith*" 
ï?Tl. . fàPour tou ten t i e rna tu re ln ,onpose :ua :  l ' : *  ; dc ,e tdoncenpar t i cu l i e r ,ona , ^ :  

Jo
1. Vérifier que. pour rour réel c airerenfl"tt;,";" -1, on a:

I
-;CLf .
l - t '

1 1 1 1 1
T = - : U ' 1 - r + t " 1 + r '

2. On considère les trois fonct ions.f ,g et à déf inies sur {0,* l  O* :  l@): ln(1 -r) ,  g(r) :  ln( l*c) et

h (x )  = ln  (1  -  r2 ) .  
'  2 '  '

(a) Calculer, pour tout c ae 10, |1, 
les dérivées f'(r) et gt{x).

(b) Exprimer, pour tout c a" 10, |1, 
à(c) en fonction de /(r) et g(c).

(c) En déduire, pour tout c de {0, }1, 
U aeri.rree n'{o).

Déduire des questions 2(a) et 2(c) respectivement, que l'on a : u,o : 
ry 

" u, : 
It. (â)

(a) Montrer, pour tout entier naturel n, l'égalité suivante : ur, - 
I-  thr+2: 

1n + g2"*t '

(b) En déduire les valeurs de u2 et de u3.

3.



5. (a) Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

(b) Montrer que, pour tout entier naturel rr, oD a I un> 0.

(c) Bn déduire que la suite (u".) est convergente.

6. (a) Montrer que pour tout r ae [0, ]1, o" " ' 
1 -lt < 3.

4
(b) En déduire, pour tout n de N, I'inégalité suivante : un < t(" -11;;;1
(c) Quelle est la limite de la suite (zr) ?

7. On pose, pour tout ent ier naturel  n:  .9r. :  Ër*,  c 'est-à-dire, Sn: uo*ur * . . .+r4..
&=()

(a) Donner, pour tout réel c différent de 1, I'expression sous forme de fraction, de la somme: 1*c*. ..*tî.

(b) Établir l'égalité : .g,. : [È -rt 
fi zn*r

ro 1,.-"-fu-c;*- Jo 1r-46tu'
(c) Établir, pour tout entier naturel zr,, I'encadremeut suivant :

r*, -n*1
o < /o'FÉlITdt 42r+.+r'

(d) En déduire I'expression de la limite de ,S,, quand n tend vers foo, sous la forme d'une intégrale.

(e) En réduisant au même dénominateur, pour tout réel c de l'intervalt" 10, |1, 
l'expression :.

I  2  1  , , , .  . .  _ , ,
;--: + "--;g. * ;---, déduire de la question 7.(d) la valeur O",lip_t,.
L - t  l L - û ) -  L + æ

Exercice 2

on considère les matrices suivantes , o: (3 â Î) ", , : (I Î S)
\ o o o l  \ o o L )

1. (a) Calculer A2 et A3.

(b) En déduire ,4' pour tout entier n supérieur ou égal à 3.

2. Dans cette question, M désigne une matrice carrée d'ordre 3 qui commute avec la matrice .,{, c'est-à-dire qui
vérifie la relation : AM = MA.

la b "\
O n p o s e  M : l u  "  . 1 .

\ '  Y zl

(a) Montrer que les matrices qui commutent avec A sont de la forme :

/ o b " \
14  :  l 0  a  b l  :  o t  +bA+cA2 .

\ o o o l
(b) En déduire que I'on a: M2 : a2I *2abA+ (ô2 + 2ac)A2.

Écrire explicitement la matrice M2 en fonction de a,b et c.

3. On se propose de montrer qu'il n'existe aucune matrice N, carrée d'ordre 3, telle que N2 :.4.

(a) Montrer que si une telle matrice N existait, alors elle vérifierait : AN: NA.

(b) En utilisant la question 2.(à), en déduire qu'il n'existe pas de matrice /V telle que N2 :,,{.



4' L'objectif de cette question est de trouver les matrices P, carrées d'ordre 3, vérifiant pA = p - A.
(a) Justifier que la matrice f - .4 est inversible.
(b) Développer le produit (r - A)(I + A+ A2), et en déduire l'inverse de la matrice I - Aen fonction deI,A et A2.

(c) Soit P une matrice vérifiant : pA: p - A.
Montrer que : P : A(I - /)-1, et en déduire I'expression de P en fonction de .A et de A2.

Exercice 3

Soit / la fonction définie sur lR par :

f ( r ) : f  i o ( c ( 2

l@): o sinon
l. Vérifier que / est une densité de probabilité.

Daræ toute la suite de I'esercice, X désigne une uariable aléatoire odmettont f pour densité-

2. (a) Déterminer la fonction de répa^rtition F de X.

(b) Montrer que I'espérance de X, notée E(X),est égale a 1.
3 '

(c) calculer la valeur de E(x2) et celle de la varian ce v(x) de x.

3. on note u la variable aléatoire définie pa.r : (/ : x2;on pose , y :!.
4

(a) Déterminer la fonction de répartition K deu, puis celle H dey.

(b) Étabtir qu,une densité h deyest donnée oril f l\r). 
:1 si 0 ( s ( 1

Reconnaitre ra roi suivie par y. l' h(x) :0 sinon

(c) Calculer la valeur de I'espéran ce E(y) de y.

Soit n un entier supéri,eur ou égal 2. Daræ Ia suite, on consid,ère n aariables aleotoires xt,,. . . , Xn ind,épen-dantes, suivont toutes la même loi qte X.

4 '  OnnoteZn lavar iab lea léa to i redéf in iepar :Z , - -sup(Xt ,Xz , . . . ,Xn) ,c ,es t -à -d . i reque,pour tou t rée lc ,
on a t  [Zn (  sJ :  ( [Xr (  aln[X2 <,0]n.. .n [X" < r l i .
(a) Montrer que la fonction de répartition G de zn æt donnée par :

(  C t ) : 0 s i c ( 0

I
I  r + t  2 n

1 t ( r ) : \ = )  
s i 0 ( 2 1 2 .

I
I  c ( " ) : t s i x 2 2

(b) Calculer une densité g de Zn.
(c) Calculer I'espérance de Zn, notée E(Zn), ainsi que sa limite quand n tend vers +.oo.



Exercice 4

Une urne contient 10 boules blanches et 2 boules noires. On extrait les boules de I'urne au hasa.rd, une à une et
sans remise, jusqu'à I'apparition d'une boule blanche.
On désigne alors par X la variable aléatoire égale au nombre total de boules prélevées. La probabilité d'un événe
ment .A est notée P(A).
Le but de I'exercice est de calculer I'espérance ,E(X) et la variance V(X) de X, de deux manières différentes.

Portie 1 : prcmièrc méthode

1. (a) Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X.

(b) Calculer la valeur de P([X: 1]).

(c) Montrer que P([X:2])  :  
* .

(d) Calculer P([X:3]) .

2. Montrer que ̂E(X) : 
iT

3. Calculer E6\ et en déduire que V(X): 
#

Portie 2 : derrcième méthode

Dans cette partie, on suppose que les deux boules.noires sont ma,rquées /V et /V'.
On note Y (respectivement Y') la variable aléatoire qui vaut L si la boule noire marquée /V (respectivement N')
est prélevée avant I'apparition d'une boule blanche, et qui vaut 0 sinon.
Pour tou ten t ie r ivér i f ian t l< i<2 ,onnoteN; ( respec t ivementN j ) l ' événement : ( labou leno i remarquéeN
(respectivement N') est obtenue uo 6ème tirage >.

1. (a) Exprimer l'événement [y:1] en fonction de N1,Ni et /Vz.

(b) En déduire que la va^riable aléatoire ï suit la loi de Bernoulli de pararnètre I
1 1 '

(c) Donner la loi de la variable aléatoire Y'.

2. Justifier que : X : 1 *Y +Yt.

3. Déduire de ce qui précède la valeur de .E(X).

4. (a) Exprimer l'événement ([y : 1]) n [y' : U) à I'aide des événements /V1 et /V{.

(b) En déduire la valeur de P([f : lln [f : 1J).

(c) Calculer la valeur de la covariance de Y et Yt , notée cov(Y, Y').

(d) Utiliser alors le résultat de la question 2 de cette partie pour déterminer V(X), et retrouver ainsi le
résultat de la question 3 de la partie 1.


