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Ennoncé :

On dispose de deux urnes Uy et Us, de six boules numérotées de 1 & 6 ainsi
d’un dé équilibré.

Initialement I'urne U7 contient les boules 1 et 2, 'urne Us contient les boules
3,4, 5 et 6.

On appelle échange ’expérience consistant a lancer une fois le dé et a changer
d’urne la boule portant le numéro obtenu avec le dé.

Pour n € N*, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de boules
contenues dans 'urne U; aprés n échanges successifs.

1. Les cinq premiers lancers du dé donnent : 1, 3, 2, 3, 5. Quel est le contenu
de 'urne U; & l'issue du cinquiéme échange ?

2. Quelle est la loi de X7 7 Calculer ’espérance de X;.

3. (a) Montrer que pour tout entier n de N* on a :

X 1
ii. Pour tout k, 1 <k <5:

T—k E+1
P(Xnir =) = (X = k= 1)+ (X = k4 1)
1
iii. p(Xn41=6) = é'p(Xn =5).
(b) En déduire en écrivant tous les termes que pour tout entier n non nul :
2
E(Xp41) = gE(Xn) + 1
(c) Calculer E(X,,) en fonction de n puis lim FE(X,).

n—-+o0o

Corrigé :

1. & l'issue du cinquiéme tirage U; contient la boule n” 5.
2. X; est le nombre de boule dans 'urne U; & l'issue du premier échange,
2
X1(Q)={L,3}et p(X1 =1)=p(1U2) = g par équiprobabilité des faces
4
dudéet p(X; =3)=p(BU4U5UG) = rt

3. (a) 1i. Pour obtenir (X,+; = 0) on n’a pas pu gagner de boule mais
seulement en perdre. Donc (X, 11 = 0) = (X, = 1N une perdu)
donc :

1
P(Xaps = 0) = p(Xy = 1)p(une perdue/X, =1) = p(X, = 1).

ii. Pour tout entier k£, 1 < k£ < 5, on a pu en perdre une ou en gagner
une donc :

(Xnt1 = k) = (X, = k—1N gagner une)U(X,, = k+1N perdre une)
et comme ils sont incompatibles on a :
p(Xnt1 = k) = p(X,, = k—1N gagner une)+p(X,, = k+1N perdre une)
=p(X, =k — 1).p(gagner une/X, =k —1)
+p(X,, = k+ 1).p(perdre une/ X, = k+1).
et quand l'urne U; en contient £ — 1, pour en gagner une il faut
obtenir un des numéros de Us :ilyen a6 —(k—1) = 7—k. Donc :
7T—k

p(gagner une/X,, =k —1) = 5

Quand I'urne U en contient k41, pour en perdre une il faut obtenir

k+1
un de ses k + 1 numéros. Donc p(perdre une/X, =k+1) = %

et finalement :

T—k kE+1
p( X1 =k) = T.p(Xn =k—1)+ T.p(Xn =k+1).

iii. Et enfin :

1
p(Xp+1 = 6) = p(X,, = 5N gagner une) = é.p(Xn =5).

La formule générale est également valable pour k =0 et k = 6.

2
E(Xp41) = gE(Xn) +1

Du calcul!'!

c n))n €st une suite arithmético-géométrique et pour tout entier n
E(X t it ithmético-géométri t tout enti

on a: 9
E(X.) = (5)"a+b.

7 23
Connaissant F(X;) = 3 et E(Xsy) = 5 onen déduit que a = —1 et

b=3dou: 9
B(Xa) = —(5)" +3

et donc :
lim E(X,)=3

n—-+4oo



